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Suavizacgdo de I solinhas por Meo de Spline de Catmull-Rom
LAERCIO MASSARU NAMIKAWA

INPE - Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais
Caixa Postal 515 - 12201-097 - Sdo José dos Campos - SP, Brasil
laercio@dpi.inpe.br

Abstract This paper describes the use of Catmull-Rom spline curve to smooth contour
lines. Contour lines may need smoothing when generated by automatic procedures thus
with non-natural sharp edges. Catmull-Rom spline is usefull by intepolating through the
points opposed to most common splines. In order to test the procedure, smoothing is
applied to two contour lines sets, one extracted automatically from rectangular grids
with 1 meter resolution, and other from rectangular grid with 5 meter resolution.
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1 Introducéo

Isolinhas tem sido utilizadas desde o século 16 para representar relevos (Imhof, 1982). Usadas
inicialmente para representar o relevo submerso de lagos, o uso de isolinhas para superficies fora
da &gua comecou no seculo 18 e seu uso foi generalizado no seculo 19. As isolinhas sdo por
principio entidades ficticias mas possuem a vantagem de registrar de maneira satisfatoria
informacBes sobre o terreno, tais como a forma geométrica do terreno, as elevagdes, as
diferencas em elevacdo e os angulos e direcoes das vertentes (Imhof, 1982).

Isolinhas podem ser definidas como sendo linhas sobre um mapa que indicam a posicéo
geogréfica de uma seqliéncia de pontos na superficie com a mesma elevacéo. O terreno pode ser
fatiado de maneira ficticia por planos horizontais e as linhas de interseccéo entre estes planos e a
superficie forma as isolinhas. Deve-se lembrar que a curvatura da Terra ndo é considerada,
estando incorporada no sistema de projecdo cartografico utilizado.

Geralmente sd0 apresentados nos mapas regides de contorno, ou segja, Ndo sdo apresentadas
isolinhas individuais, mas sim isolinhas onde a diferenca de elevacéo entre elas é constante e
chamada de intervalo de contorno. A escolha do intervalo de contorno em um mapa depende da
declividade méxima que se desgja, da escala de apresentacd0 e da menor distancia que se
consegue distinguir entre duas linhas.

Considerando-se que uma linha pode ser apresentada com a espessura minima de um décimo
de milimetro e a distncia necessaria para discernir duas linhas € de quatro décimos de
milimetro, o maior nimero de isolinhas que se pode apresentar por milimetro € dois. Este dado
leva a seguinte formula para calcular o menor intervalo de contorno (Imhof, 1982):

_ Mtana
2000
onde:
A éointervalo de contorno em metros,
M é aescalado mapae,
a é adeclividade maxima a ser representada.
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Os vaores de intervalo de contorno sdo na prética valores com nimeros simples, que podem
ser somados e divididos facilmente e que também formem nimeros simples quando agrupados
de quatro em quatro ou de cinco em cinco. Em geral em um mapa na escala 1:1000, o intervalo é
de 1 metro, sendo possivel usar até 25 centimetros para &reas muito planas. Esta relacdo é
mantida para escalas médias, até 1:200000. A Figura 1 exemplifica um mapa de isolinhas na
escala 1:50000, com intervalo de contorno de 10 metros.

Isolinhas podem ser extraidas utilizando um equipamento que usa duas fotos tiradas sobre o
mesmo terreno. As fotografias sdo obtidas por meio de fotogrametria aérea, técnica conhecida
como aerofotogrametria, onde as imagens sdo tomadas verticamente por meio de camaras
especiais instaladas em aeronaves. Durante o voo fotografias que se sobrepdem sdo capturadas e
guando pares de fotografias séo posicionadas de modo a reproduzir a posicdo de onde foram
tomadas, a observacdo de ambas fotografias em estereoscopio reproduz o modelo do terreno. O
modelo é calibrado utilizando alvos conhecidos no terreno de onde foram obtidas as coordenadas
XY de posicdo e Z de dtitude. O modelo pode ser varrido utilizando um marcador
flutuante.Quando o marcador flutuante € travado em uma posicdo vertical, com liberdade de
movimento horizontal, mapas de isolinhas séo obtidos.
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O método descrito acima e a publicacdo do mapa de isolinhas extraido levam a geracéo de
isolinhas que tem visualmente a propriedade de serem suaves, isto €, ndo contém bordas abruptas
quando observados com alguma ampliacdo. A expectativa dos usu&rios destes mapas é néo
encontrar as bordas abruptas, mas quando mapas de isolinhas sdo gerados por meio de
procedimentos automatizado, em formato digital, estas bordas estdo presentes.

2 Suavizacgo de | solinhas

As bordas descritas acima sdo resultantes dos procedimentos de extragdo de isolinhas
empregados sobre as malhas regulares retangulares ou malhas irregulares triangulares utilizadas
para modelar o terreno. A suavidade das linhas extraidas automaticamente dependem do
tamanho das células que formam o modelo. O tamanho das células ndo pode ser definido apenas
em funcdo da suavidade que se desgja para as isolinhas, mas também em funcéo da capacidade
de processamento e de armazenagem. A Figura 2 mostra um exemplo de mapa de isolinhas na
escala 1:10000, com intervalo de contorno de 5 metros, extraido de uma grade retangular com
resolugdo de 5 metros.
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Figura 2. Exemplo de mapa de isolinhas na escala 1:10000 extraida de grade retangular.

Um método de suavizagdo de isolinhas pode empregar algoritmos utilizados para criar
aproximagoes de curvas. O uso principal destes algoritmos é em sistemas de desenho assistido
por computador (CAD — “Computer Aided Design”), onde curvas suaves Sd0 necessarias, com
armazenamento eficiente, ou sgja, sem ter que especificar explicitamente todos os pontos da
curva, mas apenas alguns pontos a partir dos quais a curva suave pode ser reproduzida.

A representacdo mais utilizada para curvas € a representacao paramétrica, dada por (Foley et
al., 1991):

x=x(), y= y(t), z=z(t)
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A curva é aproximada por uma curva polinomial por segmentos (“piecewise’), cada
segmento Q da curva é dada por 3 fungdes, uma para x, outra para y e outra para z. Cada funcéo,
€ em geral, uma polinomia cubica no pardmetro t. As polinomiais cubicas s8o mais utilizadas
porque graus menores permitem pouca flexibilidade no controle da forma da curva e graus
maiores podem introduzir oscilagdes indesejadas.

A polinomial cubica que define 0 segmento Q(t) = [x(t) y(t) z(t)] édaforma:
X(t) =a,t’+b,t*+c t+d ,
y(t)=a,t’ +bt*+ct+d,,
z(ty=at’+bt’+ct+d,, 0£t£1
O numero de coeficientes desta equacéo é quatro, portanto o nimero de equagtes necessario
para resolver a polinomia também é quatro, que séo o ponto inicia e o final do segmento e as

derivadas nestes pontos. As derivadas no extremos do segmento sdo definidas de modo a manter
a continuidade com os segmentos vizinhos.

A equacdo da polinomia Q(t) pode ser re-escrita na forma matricial Q(t) =T . C,onde C é a
matriz de coeficientese T € o vetor com avariavel paramétrica, dados por:

é@, a, a,i

é u
C:ébx b, bza
gcx c, CZH
ed. d, d.g

A matriz de coeficientes C pode ser expandida em dois elementos, M e G. M é uma matriz
de 4 linhas por 4 colunas, chamada matriz base, e G € um vetor de 4 colunas, chamado vetor de
geometria. O objetivo desta expansdo € separar a matriz base, que é constante para um tipo de
curva polinomial cubica, da parte de restricbes geomeétricas, ou sgja que definem uma curva. A
equacdo expandidadade Q(t) =T . M . G é dado por:

m, my; my, U éGl U

u u
My My My, U ng U
my, My MU (?Gs U

u e. u
@, My, M Mg &40

Curvas B-splines sdo formadas por segmentos de curvas com coeficientes da polinomial
dependendo somente de alguns pontos de controle. As vantagens principais de se usar B-splines
sd0 o controle local e a simplicidade do calculo requerido. O vetor de geometria de uma B-spline
€ composta pelos pontos de controle, mas estes ndo sdo interpolados, ou sgja, a curva ndo passa
sobre estes pontos.

ém,
Aan=[x® yo zvl=l t* t 1 é:
é 31

3 Suavizacao por Curvas Spline

A curva spline chamada Catmull-Rom interpola os pontos P; a Py-1 a partir da sequiéncia Py
a Py, (Foley, 1991). O segmento de curva Qj(t), entre os pontos Pi.; e P.1 é definido usando a
matriz base Mcr e a matriz de geometria G e dado por:
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&1 3 -3 1u
é a
: 182 -5 4 -1
") =TxM , XG ==X & !
é a
g0 2 0 Oy
Para 0 primeiro segmento ndo existe o ponto P,z e para o Ultimo segmento ndo existe P..
Umaimplementac&o pode utilizar para 0 segmento entre o primeiro e o segundo ponto, Pi.3 e P>
iguais ao primeiro ponto, e para 0 segmento entre o penultimo e o Ultimo ponto, P;.; e P; podem
ser iguais ao ultimo ponto.

A spline Catmull-Rom foi selecionada para suavizar as isolinhas devido as suas propriedades

de interpolacéo dos pontos de controle e da simplicidade de cdculo.

A suavizagdo foi efetuada sobre conjuntos de isolinhas extraidas de grade regular. O
primeiro conjunto contém isolinhas na escala 1:5000 extraidas a partir de grade regular com
resolucdo horizontal e vertical de 1 metro. O intervalo de contorno neste dado é de 1 metro. A

Figura 3 apresenta as isolinhas antes e depois da suavizacao.
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Figura 3. Isolinhas na escala 1:5000 antes da suavizacao (a) e depois da suavizacéo (b).

O segundo conjunto contém isolinhas na escala 1:25000 extraidas a partir de grade regular
com resolucdo horizontal e vertical de 10 metros, com intervalo de contorno de 10 metros. A

Figura 4 apresenta as isolinhas antes e depois da suavizagao. Fig. 04 |
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Figura 4. Isolinhas na escala 1:25000 antes da suavizacéo (@) e depois da suavizacéo (b).

Sobre o conjunto de isolinhas na escala 1:5000, nota-se que aplicagdo da suavizagdo gera
isolinhas com aspecto mais proximo ao gerado pelos procedimentos tradicionais de geracéo e
publicacdo de isolinhas. Sobre uma ampliac&o, apresentada na Figura 5, podem ser destacados
alguns efeitos indesgjaveis, indicados pelas setas.
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Figura 5. Ampliacéo de isolinhas na escala 1:5000 antes da suavizacdo (a) e depois (b).
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4 Conclusdes e Comentarios

Os artificios criados pela suavizagcdo nas areas destacadas pelas setas na Figura 5(b) sdo
dependentes da geometria da isolinha nas regides proximas. Existem outras curvas spline como
as splines Ly (Lavery, 2000), mas sdo de dificil aplicacdo pela complexidade de definicdo dos
coeficientes da curva. Em funcdo disto, o uso da spline Catmull-Rom para suavizagdo de
isolinhas pode ser considerada como uma das ideais.

Ao suavizar isolinhas, podem ocorrer cruzamentos entre isolinhas. Os cruzamentos podem
ser evitados com 0 uso de critérios de afastamento dos pontos da curva em relacéo ao segmento
original. Desta maneira, se utilizarmos a informagdo de que duas isolinhas estéo afastadas entre
s de pelo menos 0.4 milimetros na escala do mapa, um critério de afastamento méximo de 0.2
milimetros em relacdo ao segmento original previne a ocorréncia dos cruzamentos.

Melhorias no procedimento apresentado a serem testadas incluem o teste de afastamento
mencionado acima. Na implementacdo mais simples pode-se simplesmente excluir os pontos da
curva que se afastam mais de 0.2 milimetros na escala do mapa, com a desvantagem de poder
gerar segmentos de reta nestas areas. Implementagcdes mais sofisticadas podem utilizar outros
tipos de spline, como as b-splines ,que tem os paréametros b; e b, para guste da forma da curva
em &reas proximas aos extremos de segmento (Foley, 1991), mas sem interpolar os pontos
originais.

A aplicacéo da spline Catmull-Rom para suavizar isolinhas se mostrou, nos dados de teste,
adequada, apesar dos artificios criados, uma vez que a maior parte das linhas ndo apresenta 0s
artificios citados e sdo, visualmente, muito proximas das isolinhas que se obtém a partir dos
procedimentos anal 6gicos tradicionais.
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